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Abstract — in lucrarea prezenti se propune unele concepte metodice in predarea cinematicii rigidului liber
si a rigidului supus la legituri, care diferid de cele cunoscute din literatura de specialitate. Deosebirea
esentiald este in demonstratia teoremei despre compunerea vitezelor punctelor rigidului liber si obtinerea
vitezei unghiulare a rigidului. Se propune o clasificare a miscarilor particulare in baza miscirii rigidului
liber, care suplimentar este supus la anumite legituri. Cele propuse permit ca predarea cinematicii rigidului
sd devind mai simpla ,clara si strict matematic, confirmati de citre studenti in decursul a mai multor ani de

predare

Index Terms — Miscari particulre, rigid liber, rigid supus la legéturi, viteza punctului, viteza unghiulara.

I. INTRODUCERE

Cinematica rigidului liber este un capitol foarte
important al cinematicii. in el se rezolvad doud probleme
principale ale cinematicii rigidului: problema descrierii

miscarii si  problema determindrii  caracteristicilor
cinematice.
Descrierea miscarii rigidului liber in majoritatea

manualelor de mecanica teoreticd este asemanatoare. Se
stabileste numarul gradelor de libertate, se aleg parametrii
de pozitie,trei coordonate carteziene a unui punct arbitrar al
rigidului(polul) si trei unghiuri,mai des,unghiurile lui
Euler,care definesc orientatia rigidului.Acesti sase
parametri ca functii de timp reprezintd ecuatiile miscarii
rigidului liber.

Problema determindrii caracteristicilor cinematice ale
rigidului liber si, in special, determinarea vitezei unghiulare
si a vitezelor punctelor rigidului in diferite manuale se face
in mod diferit. In linii generale se evidentiaza trei metode:
metoda matriciald [1],[2],[3],metoda bazata pe teorema lui
Euler-d'Allembert si introducerea notiunii de unghi
infinitezimal vector [4],[5] si metoda bazata pe
introducerea notiunii de vector al vitezei unghiulare prin o
manipulare cu versorii axelor de coordonate si derivatele
lor dupa timp [6],[7],[8]. In opinia noastrd, aceste metode
in ansamblu ,nu satisfac asemenea criterii ca
simplitate,claritate,strctete matematica in demonstratii.

In lucrarea prezenti se propune o metoda,diferita de cele
indicate mai sus si care permite ca demonstratia teoremei
despre compunerea vitezelor punctelor rigidului liber sa
devind mult mai simpl3, clara si strict matematic.

Il. DETERMINAREA VITEZELOR PUNCTELOR RIGIDULUI
LIBER . VITEZA UNGHIULARA .

Sa consideram, ca problema descrierii miscarii rigidului
liber este rezolvata, deci sint cunoscute ecuatiile miscarii
X10 =X10 (1), Yio (t), Z10 (1),

y=y (1), 3=9(1), 9=0(t), (1)

unde X10,Y10, Z10 - coordonatele polului O in raport cu
sistemul de coordonate fix O;X;y12; iar v, 9, ¢ - unghiurile
lui Euler ce definesc orientatia sistemului Oxyz ,solidar cu
rigidul, in raport cu sistemul fix. Din geometria miscarii
rigidului liber rezulta ecuatia vectoriala

Rwm(t) = Ro(t) + Rwm (1) . (2
) unde RM(t) = OlM ) Ro(t) =010 , R M(t) = OM.
Derivind dupa timp expresia (2), obtinem

dRu _ dRo | dRy

dt dt dt

’

sau

Vm = Vo * Vmo , (3)
unde Vi si Viyo — vitezele punctulelor M si a polului O in
raport cu sistemul de coordonate OyX;y12; . Vmo — Viteza
punctului M in raport cu polul. In virtutea ecuatiilor (1)
gasim

dx10 dyio : , dzio
+—=k 4
dt a T (4)

si, deci, ramine necunoscutd Vviteza Vyo .Acasta vitezd o
vom determina in mod deosebit.

Vectorul de pozitie R’y este constant dupa marime ,dar
isi schimba directia si, deci, este functie de unghiurile lui
Euler,care deasemenea sint functii de timp. Deci Ry
depinde de timp in mod compus Atunci

dRy _ d

Vmo = — " == { Ru[ y(t), 8(t), o(t) I}.

at  dt
Calculind, derivata functiei compuse,obtinem
_ dRy dyp ORy dd dRy de

Vo = i1+

VMO =50 a0 dtt e dt (5
. . Ry ORy
Problema se reduce la determinarea vectorilor FRITIE
]: . ORy _ AR o
e Derivata M = limayo(5 3 9-p=const,

indicd la faptul cd marimile ce variazd corespund unei
rotatii in jurul axei Oz, paralele cu O;z; la unghiul y . Sa
prezentam

Rv=Rm[s(y)], (6)
unde s —arc al cercului , descris de extremitatea vectorului
R'w in rotatia in jurul axei Oz, cu unghiul y.Din geometria
miscarii rezultd relatia s = R(y + a ) unde R - raza
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cercului, oo — un unghi constant care defineste pozitia
extremitatii vectorului Ry, in momentul initial . Atunci,
evident

Ry _ ORy ds _
v asE_RT (7)
!

. dR
jar T= =X

- versorul tangentei la cerc in punctul M,

orientat in sensul cresterii lui y. Versorii =, versorul
normalei principale la cerc in punctul M n si versorul axei
Oz, k; satisfac relatia vectoriala

T=(nx ky) . (8)
Din tiunghiul vectorial OML ,unde L — centrul cercului
pe axa Oz,, gasim

Rn=0Lk,-Ry . (9)
Substituind (8 ) si (9 )in (7)) ,gésim

R} :

anIJVI = ks X Rwm

(10)
in baza formulei (10) se poate formula urmatoarea regula:
la rotatia unui rigid in jurul unuei axe ce trece prin un punct
al rigidului, derivata partiald a vectorului de pozitie a unui
punct arbitrar al rigidului dupa unghiul respectiv de rotatie,
este egald cu produsul vectorial dintre versorul axei si vec-
torul de pozitie al punctului . Aplicind acastd regula la ro
tatiile in jurul axelor, liniei nodurilor cu versorul N la
unghiul 9, axei Oz cu versorul k la unghiul ¢, gasim

Ry _ Ry _

~ NXRy, e kxRy. (11)
Substituind (4 ), (10), (11) in ( 3 ), obtinem
VM:V0+(,0XRM (12)
unde
Ay a0
m—dtkz+dtN+dtk (13)
Expresia (12) exprimd matematic teorema despre

compunerea vitezelor punctelor rigidului liber, iar expresia
(13) determina viteza unghiulara a rigidului liber.

Formula (13),obtinuta prin procedura de mai sus,,simul
tan ne poate servi ca demonstratie la o alta teorema a
cinematicii rigidului, si anume, teorema despre compunerea
a mai multe migcari a rigidului in jurul axelor ce se
intersecteaza intr-un punct al rigidului .

In baza formulelor (12) si (13) se determina acceleratiile
punctelor rigidului liber si acceleratia unghiulara .

[1l. CINEMATICA RIGIDULUI SUPUS PARTIAL LA
LEGATURI (MISCARILE PARTICULARE ALE
RIGIDULUI)

In majoritate manualelor de mecanici teoretici pentru
facultdtile de inginerie ,cinematica rigidului liber se
studiaza dupad ce sa studiat miscarile particulare ale
rigidului . Ca regula se studiaza miscarile mai des utilizate
in tehnica : miscarea de translatie, miscarea de rotatie in
jurul unei axe fixe , miscarea elicoidald ,miscarea plan —
paraleld si miscarea sfericd .Exista si alte miscari
particulare care nu se studiaza ,deoarece nu au o utilizare in
tehnica.Ar fi bine de facut cunostintd si cu alte miscari
particulare,fiindcd nu-i exclus, ca in viitor cineva si
gaseasca aplicatii si la unele din aceste miscari particulare.
Un exemplu elocvent poate servi miscarea precesionald a

rigidului, care datoritd activitatii de pionerat al
academicanului I.Bostan si a colegilor sa-i si-a gasit o
aplicatie la reductoarele precesionale. Se cunoaste ca
miscdrile particulare ale rigidului pot fi obtinute sau prin
solicitarea rigidului la un anumit sistem de forte si anumite
conditii initiale ale miscdrii ,sau impunind rigidul la
anumite legdturi, care impun anumite restrictii
parametrilor de pozitie a rigidului. Metoda a doua este mai
simplu de realizat si des se utilizeaza in tehnica.

in opinia noastra ,tinind cont de simplitatea metodei
propuse, este mai rational de studiat miscéarile particulare
ale rigidului dupa studierea cinematicii rigidului liber. Vom
obtine miscarile particulare, supunind rigidul liber la
anumite legaturi, adica la anumite restrictii ai parametrilor
de pozitie si le vom numi miscari ale rigidului supus partial
la legaturi. Sa evidentiem unele din miscarile rigidului
partial supus la legaturi.

1. Miscarea de translatie rectilinie , restrictii  yio

=const
Z10 = const., y = const., 3 =const., @ = const.,ecuatia
m1§c€1r11 X10 = X10 (t) .

2. Miscarea de rotatie in jurul axei fixe Oz ,restrictii
X10 = const., y;o = const., ;o = const., y = const., 9
=const., ecuatia miscarii ¢ = ¢ (t) .

3. Miscarea de surub , restrictii X;o = const., Yio =
const., y = const., = const., 10 = Z30 (@) , ecuatia miscarii
P=o(t) .

4. Miscarea de translatie pland , restrictii z;0 = const.,
v = const., § = const., ¢ = const., ecuatia miscarii X;o =
X10(t), Y10 =Yio (1) .

5. Miscarea elicoidala , restrictii X;o = cOnst., yio =
const., y = const., 3 = const., ecuatiile miscarii 2,0 = 730 (1),
e=0().

6. Miscarea precesionala , restrictii X;o = CONSst., Yo =
const., z;0 = const., 3 = const., ecuatiile miscarii y =y (t),
e=0().

7. Miscarea de translatie in spatiu , restrictii y =const.,
9 = const., ¢ = const., ecuatiile miscarii x;0 = Xi0 (1), Y10 =
Yio () s Z1o =210 (1) -

8. Miscarea plan — paralela , restrictii z;o = const., y =
const., 9 = const., ecuatiile miscdrii  X;0 = X0 (t), Yio=
Yio (1), ¢=0¢(1).

9. Miscarea sferica , restrictii Xi0 = CONst., Yo =
const., z;o = const., ecuatiile miscarii y =y (t),9=9 (1),
e=0(1).

10. Miscarea rectilinie — precesionala , restrictii X10

= const., Yo = const., § = const., ecuatiile miscarii  zjo
:ZlO(t)a \V:W(t)a (P:(P(t)

11. Miscarea de translatie in spatiu — rotatie , restrictii y
= const., § = const., ecuatiile miscarii  x10 = X10 (), Yio
=Yi0(1),210=210 (1), 0=0 (V) .

12. Miscarea plana — precesionala ,restrictii z;o = const.,
9 = const., ecuatiile miscarii x30 = Xi0 (t) , Y10 = Y10 (t) ,¥
=y, e=09 ().

13. Miscarea rectilinie — sferica , restrictii  x30 = CONst.,
Y10 = const., ecuatiile miscarii zj0 = Z10 (t) , y =y (t) 3=
3®.0=0 ().

14. Miscarea de translatie in spatiu — precesionala,
restrictii 9 = const., ecuatiile miscirii  x30 = Xi0 (t) , Y10 =
Yio () Z1o=Z10 (O, ¥ =y (), 0=¢ (V).
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15. Miscarea plan — sfericd , restrictii Z;o = const.,ecuatiile
miscarii  X10=Xi0 (), Yio=VY10 (), ¥ =y (1), 3=3 (1),
o= 0().

Caracteristiiele cinematice ale acestor miscari se obtin
din caracteriticile cinematice respective ale rigidului liber ,
tinind cont de restrictiile si ecuatiile miscarilor respective
ale rigidului supus partial la legaturi .

IV. CONCLUZII

in opinia noastra , conceptele de predare propuse, permit
ca predarea cinematicii rigidului liber sd devind mai
simpld, mai clard si in acelas timp strictd din punct de
vedere matematic . Deasemenea , si miscarea rigidului
supus partial la legdturi ( miscarile particulare ) devin
simple evidentiate, clasificate si studiate in mod concis cu
o0 economie considerabila de timp .
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