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 În unele dicţionare, precum [1], [2], [3], noţiunea de ovoid nici nu este 
amintită, iar în altele, (exemplu [4]), noţiunea este tratată inexplicit, oferind 
posibilitatea unor confuzii, ca în definiţia următoare: ovoid = în formă de ou, 
oval, ovoidal, oviform (lat. ovum –ou, gr. eidos – formă). Dar,  se ştie că ovoidul 
este un corp, având o suprafață de revoluție cu o singură axă de simetrie, în timp 
ce ovalul este o suprafaţă plană cu două dimensiuni.  

Noi am încercat să precizăm noţiunea respectivă. Curba - ovoid este o 
figură plană, închisă, formată din patru arce circulare (câte două egale) racordate 
între ele, simetrică numai faţă de o axă. Denumirea ei provine de la asemănarea 
cu forma unui ou, iar prima utilizare cunoscută este în 1776.  

Comunicarea respectivă este formată din şase părţi: 
I) Elemente teoretice şi construcţii cu rigla şi compasul; 
II) Obţinerea curbei - ovoid prin trnsformările unor curbe clasice; 
III) Curba - ovoid ca loc geometric; 
IV) Relaţii funcţionale care se reprezintă grafic prin curbe - ovoid; 
V) Aplicaţii practice;  
VI) Bibliografie. 

I) Pentru construcţia curbei  sunt necesare câteva elemente de racordare a două 
cercuri prin arce de cerc, detaliate în [6]. 

§ 1.Construcţia curbei – ovoid 
Reprezentarea grafică se realizează cu ajutorul a patru arce de cerc în 

următoarele situaţii: 

1.Se cunoaşte  axa mică. 
Se dă: axa mică AB; se cere: curba - ovoid cu această axă: 

(1) Pe o dreaptă considerăm segmentul AB; (2) Mediatoarea m prin mijlocul 
O1, va conţine axa mare a curbei; (3) Cu vârful compasului în O1 se  trasează 
cercul de rază R = AB/2; (4) Fie O2 punctul de intersecţie al cercului cu axa 
mare; (5) Se construiesc apoi semidreptele [AO2 şi [BO2, (6) Cu vârful 
compasului în A, respectiv în B, se trasează două arce de cerc de rază AB = 2R 
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6. Se cunosc razele cercurilor şi distanţa dintre centrele lor  

 Se dau: R, r şi a; se cere: curba - ovoid  respectivă. 

Pentru ca această construcţie să fie posibilă trebuie ca R > r şi a > R - r.  

(1) Se trasează cercurile C (R, O) şi C1(r, O1); (2)  Perpendiculara în O pe linia 
OO1 taie cercul C(R,O) în A şi B; (3) Pe (OA) considerăm punctul O2 astfel încât O2A 
= r; (4) Mediatoarea segmentului O1O2 intersectează dreapta AO în O3,care este  

Punctele de racordare au coordonatele xA = 0, yA = R, iar xC = [a (a2 + R2 – r2)] / [a2 + 
(R – r)2], yC = r [a2 – (R-  - r)2] / [a2 + (R – r)2].  
 Ordonatele punctelor B şi D sunt opusele celor lui A şi C (fig. 6). 

II). Curbele - ovoid obţinute prin modificarea ecuațiilor unor curbe cunoscute.   
 

Ilustrăm aceasta prin trei cazuri:  
1) De la ecuaţia cercului x2 + y2 = 1, formăm  ecuaţia x2 + t(x) y2 = 1 şi  

înlocuind pe t(x) cu diferite funcţii vom 
avea diverse curbe - ovoid. 
           Două exemple: 
        a) în figura 7 a:  În roșu: cerc pentru 
t(x) = 1; în albastru: ovoid pentru t(x) = 
exp (x ln2) şi în verde: ovoid pentru t(x) 
= exp (x ln3); 
        b) Potrivit lui Jurgen Koller, Don M.  

  
Fig. 7. a  Fig. 7. b 

Jacobs, SUA a obţinut o frumoasă curbă ovoid prin înlocuirea în ecuația cercului x² + 
y2 = 1 cu t(x) = 1,4 x1,6y rezultând relaţia exponențială  x2

 + (1,4x1,6y)2 = 1 a cărui 
grafic este redat fig. 7 b. 

2) Un alt exemplu îl constituie modificarea  ecuației unei elipse prin înlocuirea  
numitorului termenului y2 cu o funcție adecvată t (x), astfel încât imaginea să devină 
mai mare pe partea stângă a axei ordonatelor și mai mică pe partea dreaptă. Astfel, 
începând cu ecuația elipsei (1) x² / 9 + y² / 4 = 1, prin înmulțirea  numitorului lui y2 cu t 
(x) se obține: (2) x² / 9 + y² / 4t (x) = 1. Cele trei exemple de mai jos prezintă trei astfel 
de funcții pentru t (x) care oferă curbe - ovoid, elipsa iniţială fiind reprezentată grafic 
cu culoarea neagră. 

În figura 8 a, t1(x) = 1+ 0,2x se obţine  curba ovoid roşie care se află în 
interiorul elipsei din partea dreaptă a axei y- lor, deoarece numitorul lui y2 este mai 
mare ca 4, deci curbele aparțin unor elipse cu axe minore mai mici. Analog se poate  

 

Fig. 6. 

 centru de racordare; (5) Arcul de cerc trasat cu vârful 
compasului în O3 şi raza O3A intersectează cercul C1 în 
punctul de racordare C; (6) Construcţia se încheie reluând 
etapele (3), (4) şi (5) în punctul B (fig.6). 

Nota: Dacă raportăm figura la un sistem ortogonal 
de axe  (Ox = linia centrelor  şi  A є  Oy),  atunci centrul de 
racordare O3 are coordonatele: x = 0 şi y =[(R-r)2 –a2 ] / 
2(R-r), iar raza sa, O3A = O3C = [a2 + R2 – r2] / 2(R-r).  



 
pr
(n

 

 
(1
ec
ge
+ 
1!

 
<t
m

x)
0,
gr

t4(
b2

de
ec
b 

in
ce
pu
se

ec
 
 
c)
d)
va
 

+ 

CUCUTE

reciza de ce c
numitorul e ma

  

În figurile
1- 0,2x), respec
cuațiile sunt d
eometrică după
0,04x² + ..., ia

!] (x-a) +[f’’(a) 

Comparân
t3 (x) <t2 (x), 

mijloc, iar cea al

)] = 1 sau 4(x2-
, de unde rezu
rafice sunt trasa

General
(x) = (a-x) / (a
2( x2-a2)(a-x) +
escompusă în 
cuaţiile celor tr
= 2 sunt reprez

În [6] am
ntersectarea a d
ercul mic în D
uncte se inter
emidreapta [O

t1(x) 

3) Dacă 
cuația  x² / 9 + 

       a) p
   

) pentru k = 0,3
) pentru k = 1
alorile lui k, c

 
 
Justifica

x), care înlocu

ENI 5000 REDI

curba roșie din
i decât 4). 

Fig. 8. a 
e 8 b şi c, curb
ctiv t3 (x) = e0,

diferite. Dar, f
ă formula  1 / (
ar funcţia t3 (x)

/ 2!] (x-a)2 +…

nd cele trei fun
ceea ce, grafic
lbastră în interi

-9)(3-x) + 9y2(
ultă cele trei ec
ate în figura 8 

lizare  Conside
a+x), care înlo
+ a2y28a+x) = 

factori de gr
rei drepte: x+a 
zentate în figur
m prezentat co
două cercuri co

D1, iar pe cel m
rsectează în M

Ot se roteşte. 

 
= 1 + 0,2x 

substituim exp
y² / 4 t4(x) = 1,

pentru k = 0,1 c
                b) pe

3 curba verde;  
/3 curba albas
curba ovoid n

are pentru d) 
uită în ecuaţia (

IVIVUS – Iaşi,

n stânga axei 

  b 
bele - ovoid alb
,2x, au aproxim

funcţia t2 (x) 
(1- q) = 1 + q +
) = e0,2x dezvolt

… pentru a = 0, 

ncţii de mai su
c, înseamnă că
ior. 

3+x) = 0, expr
cuaţii: x+3 = 0
c cu culoare alb

erând elipsa (1
ocuită în (2) ne

0, echivalentă
adul întâi (x+
= 0; bx- ay-ab

ra 8 d. 
onstrucţia elipse
oncentrice în O

mare în E1. Par
M1. Se cerea 

Construcţia 

t2 (x) = 1 / (

presia t4(x) = (1
, obţinem figur

curba neagră; 
entru k = 0,2 cu

  
tră (triunghi), 

neagră devine 

În cazul k = 1/
2) obţinem: x2/

, 21-22 Noiem

y-lor se află 

   
bastră și verde 

mativ aceeași fo
= 1 / (1- 0,2

+ q2 + ..., care a
tată ca seria lui
este t3(x) = 1 +

us, observăm c
ă ovoida roșie 

resie echivalent
0, 2x-3y-6 = 0
bastră. 

) x2 / a2 + y2 / 
e dă: x2/a2 + [y
ă cu (x+a)[-b2

+a)[-b(x-a) +ay
b = 0 şi bx+ay-

ei în coordona
O cu o semidr
alelele la axele
locul geomet
este menţion

 
(1- 0,2x) 

1 - kx) / (1 + k
ra 8 d: 

 
urba roşie;     

     
adică în funcţ
triunghiul alb

3, t(x) = (3 - x)
/9 +[y2(3+x)] /

mbrie 2019       

în exteriorul 

c   
obţinute pentr

ormă, deși, la p
x) poate fi sc
aici devine: t2(
i Taylor f(x) = 
+ 0,2x + 0,002x

că există inega
este în afară, 

tă cu (x+3)[-4(
0 şi 2x+3y-6 =

b2 = 1 şi k = 1
y2(a+x)] / [b2(a
2(x-a)2 + a2y2] 
y][b(x-a) +ay] 
-ab = 0, care p

ate polare. Meto
reaptă mobilă 
e de coordonat
tric al punctu
ată de matem

t3 (x) = e0,2x

kx) în 

           
           
ţie de 
bastru 

) / (3 
[4(3- 

Fig

               153 

 
elipsei negre  

 
ru t2 (x) = 1 / 
prima vedere, 
crisă ca seria 
(x) = 1 + 0,2x 

f(a) + [f’(a) / 
x2 +…… 

alităţile: t1(x)  
cea verde în 

(3-x)2 +9y2] = 
= 0, ale căror 

1 / a, obţinem 
a-x)] = 1, sau  

= 0.Aceasta 
 = 0, ne dă 

pentru a = 3 şi 

oda constă în 
[Ot, care taie  
te prin aceste 
lui M1 când 

maticianul şi 

 
x 

g. 8. d 

           

 



15

 
as

   
en
m
de
si
ce
b)
(f
   

 

   
(1
la
A
(3
M
de
(5
(6
P 
(c
(c

54                      

stronomul franc

     Isaac Newt
nglez (1642 - 

metode, consid
eplasate pe ax
tuaţii: a) când
entrul O al 
) când originea
fig. 10 b). 
         

Fig. 10.

Fig. 9. 

        Prezentăm
1) Stabilim pe O
ateral de mijlo

Arcul de cerc cu
3) Arcul cu cen

Mediatoarea seg
e racordare) şi 
5) Notăm cu L 
6) Arcul de cerc
şi pe LG în R;

centrul în H, r
centrul în O, raz

 CUCUTENI 5

cez Philippe de

ton, matemat
1726) a adus

derând centrel
xa Ox.  Deos

d secanta variab
cercului ma

a este în centra

    
pa
    
de
ce
    
co c 

Matematic
inventator
legatură c
curbe care
1637, o se
el numea 
locul geom
încât MP 

 
a                   b

m prima meto
Ox şi Oy axele

ocul axei mari
u originea în O
ntrul în A şi raz
gmentului CF in
prelungirea ax
(centru de raco
c cu centrul în 
 (7) Curba se f

raza HA), RB 
za OD) (fig.11

 

5000 REDIVIV

e Lahire în 168

tician și fiz
 modificări ac
le cercurilor 
sebim şi aici 
bilă are origin
are (fig. 10

al O1 al cerculu

      Figurile 1
artticulare a=6, 

     Tot Isaac 
eplasare, şi anu
ercul mare, adic

      2. Ovoide
ompasul, iar - m

cianul francez 
rul sistemului 
cu aplicaţiile în
e generalizează
ecțiune de apro
elipsuri bifoca

metric al unui 
+  m MQ = a

     
cu 
lui 
axa
are
are
 

b 

odă, când se c
e date, dar cu o
i (de exemplu

O şi raza OC ta
za EA taie segm
ntersectează ax

xei mici în H (c
ordare) simetri
G şi raza GC t

finalizează prin
(centrul în L,

). 

VUS – Iaşi, 21-

5. 

zician 
cestei 

mici 
două 

nea în 
 a);  
i mic 

Fig.

0 a şi b sun
b= 4 şi d =1. 
Newton a co

ume când cent
că a = d = 6 (fig
ele lui Newton
mai nou -  prin p

René Descarte
de coordonat

n optică,  o de
ă elipsa. În La
ximativ 15 pag

ale. Un oval bif
punct M care 

a, unde P și Q 

        Revenim 
unele precizăr
E1 şi ordonata

a mare orizonta
 abscisa lui D
 axa mare verti

cunosc ambele
originea O depl
u spre dreapta)
aie dreapta OA 
mentul AC în F
xa mare în G (c
centru de racord
icul lui H faţă d
taie  dreptele G
n trasarea arcelo
, raza LB) şi 

-22 Noiembrie 

 
. 10. a 

nt realizate pen

onsiderat şi un
trul cercului m
g. 10 c). 
n pot fi trasate
programare la 

es (1596-1650)
e carteziene a
escriere matem
a Geometrie, 
gini pentru a di
focal a fost de
se mișcă într-u
sunt puncte fix

asupra aceste
ri: a) dacă M1

a lui D1, elipsa 
ală (fig. 9 a);   
1 şi ordonata l
icală (fig. 9 b).

 axe:  
lasată 
); (2) 
în E; 

F; (4) 
centru 
dare); 
de O; 

GH  în 
or PA 
ADB 

F

2019 

b 
ntru cazurile 

n alt caz de 
mic se află pe 

e cu rigla şi 
calculator 

),  considerat 
a realizat, în 

matică a unor 
a publicat în 

iscuta ceea ce 
finit acolo ca 
un plan astfel 
xe (focare) în 

ei construcţii 
 are abscisa 
obţinută are 
b) dacă  M1 

lui E1, elipsa 
 

Fig. 11. 



CUCUTENI 5000 REDIVIVUS – Iaşi, 21-22 Noiembrie 2019                      155 

  
plan, iar m și a sunt constante care pot fi pozitive sau negative. 

Nota: 1. În cazul m = 1 şi a > PQ, se obţine o elipsă, iar în cazul în care m = -1 
şi a < PQ rezultă o hiperbolă, iar când P şi Q coincid se obţine un cerc.   
 2. Aceste curbe au fost, de asemenea, studiate şi de Newton începând din 1664. 

O metodă de desenare a anumitor ovaluri carteziene, deja 
folosită de Descartes, este analogă cu o construcție standard a 
unei elipse prin fir întins. James Clerk Maxwell a realizat o 
asemenea construcţie folosind știfturi, creioane și șnururi. A întins 
un fir dintr-un știft (focar), l-a înfășurat în jurul unui bolț (al 
doilea focar) și a legat capătul liber al firului de un creion. 
Traiectoria trasată este un  oval cartezian cu un raport 2 : 1 între 
distanțele de la cele două focare. 

 
Fig. 12. 

În figura 12 este redată construcția ovalului definit de MP + 2MQ = a.  
 Cu toate acestea, Newton a respins astfel de construcții ca fiind insuficient de 
riguroase. El a definit ovalul drept soluție a unei ecuații diferențiale, a  
construit subnormalele și a cercetat proprietățile optice.   

Matematicianul francez Michel Chasles a descoperit în secolul al XIX-lea că, 
într-un un oval cartezian definit de punctele  P și Q, există, în general, un al treilea 
punct R, astfel încât același oval este de asemenea definit de orice pereche din aceste 
trei puncte.   

Bazat pe aceasta, se poate realiza o construcţie practică a unor curbe, folosind  
un creion, trei cuie şi un fir. Se ştie că o modalitate simplă de a trasa o elipsă este să 
folosim un creion, două  cuie fixate pe o placă și un fir legat de ele.  Vârful creionului 
care ţine firul întins menține o sumă constantă a distanțelor  față de cele două cuie 
(focare), deci  va trasa o elipsă (metoda grădinarului) (fig. 13 a).  

Făcând același lucru cu trei cuie, pe măsură ce se mută creionul în jurul 
triunghiului format de cele trei cuie, capătul îndepărtat al buclei este prins pe diferite 
combinații de focare, uneori câte două cuie și câteodată trei.( fig. 13 b). 

Fiecare combinație corespunde unui arc eliptic diferit, unde fiecare arc este legat 
de arcele formate prin extinderea celor determinate de fiecare pereche de focare. 

 Dacă cuiele sunt aranjate într-un triunghi isoscel, figura finală are o formă de 
ovoid (fig. 13 c).         
 Elipsele individuale care alcătuiesc curba sunt redate în figura 13 d. 
 Nota: Firește, alte aranjamente oferă diferite forme finale (fig 14) 
 

    
Fig. 13. a  b  c  d 
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James Clerk Maxwell a redescoperit aceste curbe, le-a generalizat la 
altele definite prin menținerea constantă a sumei ponderate a distanțelor de la 
trei sau mai multe focare și a scris o lucrare intitulată Observații asupra figurilor 
circumscripționate având o pluralitate de focare. O relatare a rezultatelor sale, 
intitulată Pe descrierea curbelor ovale și a celor cu o pluralitate de focare, a fost 
scrisă de J. D. Forbes și prezentată Societății Regale din Edinburgh în 1846, când 
Maxwell era la vârsta fragedă de aproape 15 ani.    

III. Curbele - ovoid obţinute prin rezolvarea unor probleme de locuri 
geometrice, cum rezultă din exemplele următoare: 

 
 1.Curba - ovoidul lui Kepler             

  Curba,  numindu-se şi foliul sau oul lui Kepler, a  fost   studiată de Johannes 
Kepler în 1609 și de Vicenzio Viviani în 1647, iar graficul său este 

 
redat în figurile 15:  b) pentru a =1, c) pentru a = 5 şi d) pentru a =0,5; 

 
În cazul general se obţine ecuaţia (x2+y2)(y2+x(x+b))=4axy2, noi prezentând 

graficele unor cazuri particulare:   
1. Când b = 4a se obţine foliul simplu (curba oului, curba lui kepler, ovoidul) 

reprezentat în figura  16 a pentru a = 1 şi b =4;     

   
Fig. 14 a  b  c 

    
Fig. 15. a  b  c  d 

 

Fie un cerc (C) cu diametrul [OA] = a și un punct 
variabil P pe (C). Notăm cu Q proiecţia lui P pe OA  şi cu 
M proiecţia lui Q pe OP.  Se cere locul lui M  când  P se 
deplasează. (fig. 15 a).   În coordonate carteziene ecuaţia 
este (x2 +y2)2 =ax3, iar în coordonate polare  r(t) = acos3t.  
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 Alte ecuaţii interesante: a) y4 + 10y2x2 + 5x4 = y care ne dă oul lui Columb 
(fig. 21 a), şi b) ecuaţia lui Florian Blaschke  x1,5 – 1,50,5x +y2 = 0 (fig. 21 b) 
care, prin generalizare  devine  x1,5 – a0,5x + y2  = 0, iar pentru a = 1, 2, 3 obţinem 
curbele ovoid din figura 21 c. 

 Sunt relaţii ale căror imagini ne dau curbe multiple. Spre exemplu, 
ecuaţiile 

  

x4+2x²y²+4y4-x³-6x²-
xy²=0  (fig. 22 a) şi 
forma polară r (t) = 
cos²t  (Münger 1894) 
produc ovoide duble 
(fig. 22 b).  Fig. 22. a  b 

 Altele dau curbe - ovoid periodice, numite lanţuri. Exemple prin figurile 
23 

 Ecuația y2 = |sin x + 0.1sin 2x| descrie un lanţ de sinusuri (fig. 23 c).  

 
Fig. 23. c 

 

        
Fig. 21. a  b  c 

  
Fig. 23. a  b 
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