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Rezumat. In aceastd lucrare este descrisd si analizatd 0 modificare a metodei clasice Newton
pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare univariate. Metoda se bazeaza pe tehnica dezvoltarii in
seria Taylor cu trunchierea dupa termenul al treilea si aproximarea derivatelor de ordinul doi a
functiei de 0 variabild reala prin derivatele de ordinul intdi. Metoda standard a lui Newton, in
anumite conditii, este local convergenta si are gradul doi de convergenta, adica eroarea la
fiecare iteratie este proportionala cu patratul erorii de la iteratia anterioara. Metoda modificata
a lui Newton este de convergenta cubica pentru acelasi numar de evaluari a functiei si derivatei
la fiecare iteratie. Convergenta catre radacina simpla a ecuatiei neliniare este garantata atunci
cdnd aproximatia initiala este aleasa in vecindtatea radacinii, in prealabil localizata. A fost
elaborat un program de calculator si sunt prezentate cdteva exemple numerice pentru a ilustra
eficacitatea metodei prezentate pentru rezolvarea ecuatiilor algebrice si transcendente.

Cuvinte cheie: ecuatie neliniara, metoda Newton, convergenta cubica, dezvoltare Taylor.

Introducere

Metoda lui Newton este recunoscuta ca una dintre cele mai eficiente si versatile tehnici
pentru gasirea radacinilor unei ecuatii neliniare. Dezvoltata initial de matematicianul englez
Isaac Newton in secolul al XVIl-lea, aceasta metoda a devenit un pilon fundamental in
rezolvarea numerica a problemelor din diverse domenii, de la stiintele naturii si inginerie, pana la
economie si calculul financiar.

Fie datd ecuatia f(x) =0, unde f(x) este o functie derivabila de variabila realda x.
Metoda lui Newton este una din metodele efective ale analizei neliniare, fiind definita prin relatia

Xis1 = X = G5 k= 0,12, (1)

unde aproximatia initiald x, este aleasa in vecinatatea radacinii x,, in prealabil localizata.
Metoda lui Newton in anumite conditii [1, 2] are ordinul doi de convergenta (convergenta
patraticd), adica eroarea la fiecare iteratie este proportionala cu patratul erorii de la iteratia
anterioard. Daca derivatele f'(x) si f"(x), sunt continue si pastreazd un semn constant in
vecindtatea radacinii x,, atunci procesul (1) converge astfel incat la fiecare iteratie numarul
cifrelor semnificative corecte se dubleaza, adica daca

lx, — x,] < 107F
atunci
|xps1 — %] < Cx1072%, 0 < C <oo.

Formula iterativa a lui Newton (1) poate fi obtinuta din dezvoltarea functiei f(x) in seria
Taylor in vecinatatea punctului x, si trunchierea dupa termenul al doilea.
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Se pune problema extinderii metodei lui Newton in vederea obtinerii unui sir convergent

catre radicina x, de ordinul trei de convergenta. In lucrarea de fati, ne propunem si exploram
un astfel de algoritm cu convergenta cubica.

Metoda Newton modificata si rata de convergenti

Consideram ecuatia f(x) = 0 care are 0 singurd radacina in intervalul [a, b]. Se
presupune ca f(x) este o functie continud de doud ori derivabila si f'(x) # 0 pentru Vx €
[a, b]. Conform formulei lui Taylor pentru Vx,d € R avem

f Qi+ )= F0r0) +df' () + 5 (o) + 0(d?), 2)
(2 +5) = F10u) + 5 7(a) + 0(d) (3)

unde O(t) — de acelasi ordin de marime t.
Din ultima relatie (3), inmultita cu d si formula (2) rezulta:

, d
O+ d)=F(x) +df' (xc +5) + 0(d?), 4)
Fie d; radacina ecuatiei
' d

fG) +df (xe+5) = 0. (5)

Din continuitatea derivatei f'(x) si faptului ca f'(x) # 0,Vx € [a, b], din (5) rezulta ca

f(xx)

dy =———5=,k=012,--. 6

k f’(xk*'%) ( )

Astfel obtinem metoda Newton modificata:

X1 = Xg + dj (7
cu dy, definit de relatia (6).
Teorema. Fie functia f(x)are derivatele f'(x) si f'(x) care satisfac inegalitatile:

m =min|f'(x)| > 0,0 < M = max|f"(x)| < co. (8)
[a!b] [a,b

Atunci metoda Newton modificata (7) converge catre x, oricare ar fi aproximarea initiala
X, suficient de apropiata de x,. In plus, eroarea este evaluata prin

%01 — x.] < Clogg — x, . 9)

Demonstratie. Ecuatia (5) cu ajutorul careia se determina corectia dj, 0 putem pune sub
forma echivalenta d = ¢ (x;, d), unde
f(xx)

,d) = ———————.
@ (x, d) £ (xk+%)

Luand in consideratie (8), se constata cu usurinta ca pentru Vd se indeplineste conditia

[3]:

M
2m?2

lo’ (g, D] < |f Gl
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De aici se trage concluzia ca ecuatia d = @(x;,d) are 0 solutie unica dj daca xj
satisface inegalitatea

If Gl < 22

Putem arita ca zlim X, = x,. Intr-adevir, ecuatia f(x) = 0 se poate scrie d(x) = 0, unde

d(x) = ~f @)~ f' (x +52).

Se verifica imediat ca d'(x,) = —1. Prin urmare sirul de iterare x,,; = x; + d(xy)
converge catre radacina unica a ecuatiei f(x) = 0.

Sa evaluam acum eroarea care se comite in aproximarea radacinii x, CU Xxj,4. Pentru
aceasta, sa observam ca putem scrie

£ (s + ) i = 1 (ces + 22 s — [0 = o]

Conform cu teorema lui Lagrange avem
dy
F () e = |1 (s

dy
£ (e + 5) die = 3 178 = £ G

L) )| — 5 Ao ),

unde {'—1 = Xg_—1 + Hldk—llfz = Xk—1 + Hde—l /2, 0< 91 < 1, 0< 02 <1.
Din cele de mai sus rezulti ca, |dy| < A, |d,_4|?, unde

Ak:

") = "€l _ L
m

2m

ceea ce ne arati ca cel putin pentru valori mari ale lui k, |dy| < C|d,_;|3. Teorema este
demonstrata.

Algoritmul pentru metoda Newton Modificata
Pasul 1. Se alege aproximata initiala x, si precizia ¢ > 0.
Pasul 2. Se determinid d, = —;c,(g:)) . Daca |dy| < e, atunci STOP, x, - solutia
0)
aproximativa. In caz contrar se ia k = 0, se calculeaza: x; = xy + d si se trece la Pasul 3.
Pasul 3.k =k + 1,

f (k)
F (et 957)

dk=_

Daca |dy| < &, STOP, x; - solutia aproximativa, altfel se trece la Pasul 4.
Pasul 4. Se determina x; ., = x+ dj, si Se trece la Pasul 3.

Rezultate numerice
Pentru a compara performanta Metodei Newton modificate cu Metoda clasica Newton au
fost utilizate unele functii si valorile initiale din lucrarile [4], [5]. S-a considerat ¢ = 10~12
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Tabelul 1
Performanta Metodei modificate Newton
. Aproximatia N'.'lmirfl.l de < 1
Functia initiali x‘o iteratii k Radicina r
’ MN MNM

filx) = x3 +4x*—10 Xg =3 k=6 k=4 r = 1,365230013414097

6 X9 =0 k= k=5 r =~ —0,77808958678601
fa() =x" —x—1 X, =3 k=10 | k=7 | r=~1,34724138401519
00 = sin®(x) —x2 + 1 Xo = —3 k=6 | k=4 | r~—14044916482153
f4(x) = xexz — Sinz(x) + 3cos(x) +5 Xg = -2 k= k=6 r= —1,207647827130919
fs(x) = cos(x) — xe* + x? Xo = 2 k=7 k=5 ~ 0,639154096332008
fo(x) = eX*+7x=30 _ 1 X = 3,5 k=14 | k=9 r=3

Pentru a observa performanta Metodei Newton Modificate, in Tab. 1 sunt prezentate
numarul de iteratii k folosite pentru Metoda Newton (MN) si pentru Metoda Newton Modificata
(MNM), impreuna cu radacinile aproximative r obtinute pentru fiecare functie.

Observam ca Metoda Newton modificata necesitd mai putine iteratii pentru a converge
catre radacina unei functii decat metoda Newton. Aceasta arata ca convergenta metodei Newton
modificate este mai rapidd 1n comparatic cu metoda clasica Newton in ceea ce priveste
aproximarea radacinii.

Concluzii

In incheiere mentionam ca pot fi obtinute si alte metode [5, 6] sugerate de inlocuirea
functiei f(x) cu suma primilor trei termini din dezvoltarea Taylor.

Metoda modificata Newton este mai putin sensibila la alegerea valorilor initiale si poate
permite in unele cazuri 0 convergenta mai rapida catre radacina. Metoda cere calculul valorilor
functiei f(x) si ale derivate f'(x). Este important de mentionat ca pentru a compara performanta
diferitor metode se realizeaza in functie de caracteristicile specifice ale problemei date, precizia
necesara si stabilirea algoritmului. In genere, Metoda modificata Newton oferd o alternativa
eficientd si cu 0 precizie mai mare. Cu toate acestea, este util de luat in considerare si alte optiuni
pentru a gasi cea mai buna solutie in contextul necesar.

Prin urmare, atunci cand alegeti 0 metoda de rezolvare a ecuatiilor neliniare, se
recomanda de luati in considerare natura problemei si caracteristicile metodei pentru a obtine cea
mai buna solutie posibila.
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