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Rezumat: În lucrare se analizează metodele de acordare a regulatorului la modelul obiectului 

de reglare cu dublu astatism și întârziere de ordinul unu cu parametrii cunoscuţi după metoda 

poli-zerouri, metoda polinomială și metoda gradului de stabilitate. Pentru metoda poli-zerouri și 

metoda polinomială se impun performanțele sistemului suprareglarea și timpul de reglare și se  

construiește polinomul caracteristic al sistemului închis, după care se sintetizează algoritmul de 

reglare. Pentru metoda gradului de stabilitate, din ecuația caracteristică a sistemului închis, 

prin operații de derivare pe variabila necunoscută a gradului de stabilitate, se obțin funcții 

analitice ale parametrilor regulatoarelor PD și PID ca funcții neliniare de gradul de stabilitate 

și liniare de parametrii modelului obiectului. S-a examinat un exemplu și s-au variat parametrii 

modelului obiectului și s-a verificat robustețea sistemului. S-a verificat dinamica sistemului la 

acțiunea semnalului treaptă unitară. Se evidenţiază avantajele și dezavantajele metodelor de 

acordare. 

 

Cuvinte cheie: funcţie de transfer, regulator, parametrii de acord, sistem automat, metode de 

acordare, acordarea regulatorului, răspunsul sistemului, performanţele sistemului. 
 

Introducere  

Există o varietate de obiecte tehnice (automobilul, aparatul cosmic (satelit etc.), racheta, 

telescopul, plotterul, laserul, liftul, electrodul reactorului nuclear, acționări liniare etc.) și procese 

tehnologice, care se descriu cu modele matematice cu dublu astatism și întârziere de ordinul unu 

cu funcţia de transfer (f.d.t.) de forma [1]: 

 

 𝐻(𝑠) =
𝑘

𝑠2(𝑠+𝑝)
=

𝑘

𝑠3+𝑝𝑠2
=

𝑏0

𝑎0𝑠3+𝑎1𝑠2
,  (1) 

 

unde 𝑘 este coeficientul de transfer, 𝑝 = 1/𝑇 - polul, 𝑇 - constanta de timp, iar 𝑏0 = 𝑘, 

𝑎0 = 1, 𝑎1 = 𝑝 sunt coeficienții generalizați.  

Prezența în Ec. (1) a astatismului de gradul doi ridică probleme dificile la acordarea 

regulatorului la aceste modele. Metodele larg utilizate la acordarea regulatoarelor ca metoda 

Ziegler-Nichols, metoda frecvențială etc. nu pot fi aplicate sau sunt dificile [1-3].  

În lucrare se utilizează metodele poli-zerouri (PZ), polinomială (MP) și gradului maximal  

de stabilitate (GMS) în forma analitică și cu iteraţii la acordarea regulatorului la modelul 

Ec. (1) și analiza performanțelor sistemului automat.   

 

Algoritmii de sinteză a regulatorului 

În studiu se utilizează schema bloc structurală a sistemului automat (SA) alcătuită din 

regulator cu f.d.t. 𝐻𝑅(𝑠) şi modelul obiectului cu f.d.t. 𝐻(𝑠). 
Metoda alocării poli–zerouri (PZ) este o metodă analitică, care se utilizează pentru 

sinteza algoritmului de reglare, pornind de la performanțele impuse sistemului suprareglarea σ și 
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timpul de reglare 𝑡𝑟, se determină polii dominanți 𝑠1, 𝑠2. În continuare, se construiește polinomul 

caracteristic dorit 𝑃𝑑  al sistemului închis cu cei doi poli dominanți și cu poli suplimentari alocați 

pe semiaxa reală negativă cât mai departe de polii dominanți pentru a satisface condițiile de 

realizabilitate fizică a regulatorului. Polinomul caracteristic 𝑃𝑐 al sistemului cu modelul 

obiectului și regulatorul proiectat se egalează cu polinomul dorit 𝑃𝑑 și prin egalarea 

coeficienților de pe lângă aceleași puteri ale lui 𝑠 din ambele părți ale egalității, se construiește 

un sistem de ecuații algebrice, din care se calculează parametrii regulatorului [2].   

Metoda polinomială (MP). Conform metodei polinomiale f.d.t. a modelului obiectului de 

ordinul 𝑛 = 3 se descrie în forma [3]: 

 

  𝐻(𝑠) =
𝑏0

𝑎3𝑠3+𝑎2𝑠2
=

𝑏0

𝑠2(𝑎3𝑠+𝑎2)
=

𝐵−(𝑠)𝐵+(𝑠)

𝐴−(𝑠)𝐴+(𝑠)
,  (2) 

unde 𝐵−(𝑠) = 𝑏0 = 𝑘, 𝐵+(𝑠) = 1, 𝐴−(𝑠) = 𝑎0𝑠 + 𝑎1, 𝐴+(𝑠) = 𝑠2.  
 

Funcția de transfer a regulatorului sintetizat se descrie în forma: 

 

 𝐻𝑅(𝑠) =
𝐴−(𝑠)𝑀(𝑠)

𝐵−(𝑠)𝑁(𝑠)𝑠𝑟 =
𝑄(𝑠)

𝑃(𝑠)
,  (3) 

 

unde polinoamele necunoscute 𝑀(𝑠) și 𝑁(𝑠) se determină din ecuația polinomială de 

forma: 

 

 𝐵+(𝑠)𝑀(𝑠) + 𝐴+(𝑠)𝑁(𝑠)𝑠𝑟 = 𝑃𝑑(𝑠),   (4) 
 

unde 𝑠𝑟 este astatism de gradul 𝑟. 

Polinomul caracteristic dorit 𝑃𝑑(𝑠) se construiește în baza modelului obiectului Ec. (1) și 

performanțele impuse sistemului suprareglarea și timpul de reglare.  

Metoda GMS. Se utilizează algoritmii PD și PID, care se descriu cu funcțiile de transfer 

cu parametrii 𝑘𝑝, 𝑘𝑖, 𝑘𝑑 :  

 

 𝐻𝑃𝐷(𝑠) = 𝑘𝑝 + 𝑘𝑑𝑠,.  (7) 

 

 𝐻𝑃𝐼𝐷(𝑠) = 𝑘𝑝 +
𝑘𝑖

𝑠
+ 𝑘𝑑𝑠 =

𝑘𝑑𝑠2+𝑘𝑝𝑠+𝑘𝑖

𝑠
,  (8) 

 
Conform metodei GMS se obțin expresiile analitice de calcul ai parametrilor 

regulatorului PD și PID în forma [4], [5]: 

Pentru algoritmul PD se obțin expresiile: 

 

 −3𝑎0𝐽 + 𝑎1 = 0,  (9) 
 

 𝑘𝑑 =
1

𝑘
(−3𝑎0𝐽2 + 2𝑎1𝐽) =

𝑎1
2

3𝑘𝑎0
= 𝑓𝑑(𝐽),  (10) 

 

 𝑘𝑝 =
1

𝑘
(𝑎0𝐽3 − 𝑎1𝐽2) + 𝑘𝑑𝐽 =

𝑎1
3

27𝑘𝑎0
2 = 𝑓𝑝(𝐽).  (11) 

 
Din Ec. (9) se determină gradul optimal de stabilitate 𝐽opt și din Ec. (10)-(11) se 

calculează parametrii optimali 𝑘𝑝, 𝑘𝑑 ai regulatorului PD. 

Pentru algoritmul PID se obțin expresiile: 

 

 4𝑎0𝐽 − 𝑎1 = 0, (12) 
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 𝑘𝑑 =
1

𝑘
(−6𝑎0𝐽2 + 3𝑎1𝐽) =

3𝑎1
2

8𝑘𝑎0
= 𝑓𝑑(𝐽), (13) 

 

 𝑘𝑝 =
1

𝑘
(4𝑎0𝐽3 − 3𝑎1𝐽2) + 2𝑘𝑑𝐽 =

𝑎1
3

16𝑘𝑎0
2 = 𝑓𝑝(𝐽), (14) 

 

 𝑘𝑖 =
1

𝑘
(−𝑎0𝐽4 + 𝑎1𝐽3) − 𝑘𝑑𝐽2 + 𝑘𝑝𝐽 =

𝑎1
4

256𝑘𝑎0
3 = 𝑓𝑖(𝐽).  (15) 

 
Din Ec. (12) se determină gradul optimal de stabilitate 𝐽opt și după expresiile analitice Ec. 

(13)-(15) se calculează parametrii optimali 𝑘𝑝, 𝑘𝑖, 𝑘𝑑.  

În unele cazuri, pentru valorile optimale ale parametrilor 𝑘𝑝, 𝑘𝑖, 𝑘𝑑 regulatorului PD și 

PID obținute, performanțele sistemului automat nu sunt satisfăcute. În aceste cazuri se propune 

de a varia gradul 𝐽 și se calculează şi se construiesc curbele pentru regulatorul PD 𝑘𝑝 = 𝑓𝑝(𝐽), 

𝑘𝑑 = 𝑓𝑑(𝐽) Ec. (10)–(11) și curbele pentru regulatorul PID 𝑘𝑝 = 𝑓𝑝(𝐽), 𝑘𝑖 = 𝑓𝑖(𝐽), 𝑘𝑑 = 𝑓𝑑(𝐽) 

Ec. (13)-(15). Pe aceste curbe 𝑘𝑝 = 𝑓𝑝(𝐽), 𝑘𝑖 = 𝑓𝑖(𝐽), 𝑘𝑑 = 𝑓𝑑(𝐽) se aleg seturi de valori ai 

parametrilor regulatorului PD, PID 𝐽𝑖 − 𝑘𝑝𝑖, 𝑘𝑖𝑖, 𝑘𝑑𝑖 şi se simulează pe calculator sistemul 

automat, se ridică răspunsul indicial al sistemului după care se determină performanţele cele mai 

ridicate posibile ale sistemului, care ar satisface performanțele impuse sistemului. 

Pentru un exemplu de model al obiectului Ec. (1) se analizează acordarea regulatorului 

după metodele PZ, MP și GMS și se analizează performanţele și robustețea sistemului la 

acțiunile referinţei şi perturbaţiei de tip treaptă şi la variaţia cu ±50% ai parametrilor 𝑘 și 𝑇. 

 

Aplicații și simulare  

Pentru analiza rezultatelor obţinute la acordarea regulatorului la modelul obiectului Ec. 

(1) după metodele propuse se analizează un exemplu.  

Exemplu. Se consideră modelul obiectului de reglare (1) de ordinul 𝑛 = 3 cu parametrii 

cunoscuți 𝑏0 = 𝑘 = 1, 𝑎0 = 1, 𝑎1 = 𝑝 = 1/𝑇 = 10 descris cu funcția de transfer: 

 

 𝐻(𝑠) =
𝐵(𝑠)

𝐴(𝑠)
=

𝑏0

𝑎0𝑠3+𝑎1𝑠2 =
1

𝑠3+10𝑠2. 

 
Se cere: Pentru performanţele impuse sistemului suprareglarea σ ≤ 10 % și timpul de 

reglare 𝑡𝑟 ≤ 2 s să se acordeze regulatorul la modelul obiectului Ec. (1) după metodele PZ, MP 

și GMS în forma analitică și cu iterații. Modelul obiectului conține astatism și eroarea staționară 

a sistemului ε = 0, iar regulatorul proiectat va fi static. 

 Soluționare. 1. Metoda PZ. Se construiește polinomul caracteristic al sistemului 𝑃𝑐(𝑠) și 

polinomul dorit 𝑃𝑑(𝑠), se egalează expresiile polinoamelor și se determină parametrii 

regulatorului PZ care are f.d.t.:  

 

 𝐻𝑅(𝑠) =
𝑄(𝑠)

𝑃(𝑠)
=

𝑞2𝑠2+𝑞1𝑠+𝑞0

𝑝2𝑠2+𝑝1𝑠+𝑝0
=

16516.909𝑠2+138912.57𝑠+308855.7

𝑠2+84.001s+2231.5291
.  (16) 

 
2. Metoda polinomială. Conform metodei polinomiale se construiesc ecuațiile 

polinomiale: 

1) se admit rădăcinile multiple  (MP1) și se determină f.d.t. a regulatorului:  

 

 𝐻𝑅1(𝑠) =
(𝑎0𝑠+𝑎1)(𝑚0𝑠+𝑚1)

𝑘𝑛0𝑠+𝑘𝑛1
=

𝑞2𝑠2+𝑞1𝑠+𝑞0

𝑝1𝑠+𝑝0
=

(𝑠+10)(3𝑠+1)

𝑠+3
=

3𝑠2+31𝑠+10

𝑠+3
=

𝑄(𝑠)

𝑃(𝑠)
,  (17)  
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2) se construiește polinomul caracteristic dorit 𝑃𝑑2 (MP2) în baza celor doi poli 

dominanți și unul suplimentar MP2și se determină parametrii regulatorului cu f.d.t.: 

 

 𝐻𝑅(𝑠) =
(𝑎0𝑠+𝑎1)(𝑚0𝑠+𝑚1)

𝑘𝑛1𝑠+𝑘𝑛1
=

𝑞2𝑠2+𝑞1𝑠+𝑞0

𝑝1𝑠+𝑝0
=

165.4701𝑠2+1997.874𝑠+3431.73

𝑠+34.001
=

𝑄(𝑠)

𝑃(𝑠)
.  (18)  

 
3. Metoda GMS. Pentru algoritmul PDA din Ec. (8) se calculează gradul optimal 𝐽opt = 

= 3.3333 și din Ec. (9)-(10) se determină parametrii optimali 𝑘𝑝 = 37.037, 𝑘𝑑 =

33.3333.   

Pentru algoritmul PIDA din Ec. (11) se determină gradul optimal 𝐽opt = 2.5 și după Ec. 

(12)-(14) se calculează valorile optimale ale parametrilor 𝑘𝑝 = 62.5, 𝑘𝑖 = 39.0625, 𝑘𝑑 = 37.5.  

Prin operații cu iterații s-a variat gradul de stabilitate 𝐽, s-au calculat parametrii 

regulatorului PDI și PIDI, s-a simulat sistemul și după răspunsul indicial s-au determinat 

performanțele cele mai ridicate și sunt date în Tab. 1: rândul 5 pentru PDI și rândul 7 pentru PIDI.  

 
Tabelul 1.  

Parametrii regulatorului şi performanţele sistemului automat 

 

S-a simulat pe calculator sistemul cu regulatorul acordat după metodele PZ, MP1, MP2 și 

metoda GMS cu regulatoarele PDI, PID și răspunsurile indiciale sunt date în figura 1: alura 1 – 

sistemul cu regulatorul PZ, alura 2 - sistemul cu regulatorul MP1, alura 3 - sistemul cu 

regulatorul MP2, alura 4 - sistemul cu regulatorul PDA, alura 7 - sistemul cu regulatorul PIDI, 

iar performanțele sistemelor sunt date în Tab. 1, rândul 1- sistemul cu regulatorul PZ, rândul 2 - 

sistemul cu regulatorul MP1, rândul 3 - sistemul cu regulatorul MP2, rândul 4 - sistemul cu 

regulatorul analitic PDA (GMSA), rândul 7 - sistemul cu regulatorul cu iterații PIDI (GMSI). 

 

 
 

Figura 1. Răspunsurile indiciale ale sistemului automat  

Nr. 

crt. 

Metoda 

acordare 

Parametrii regulatorului Performanţele sistemului 

𝑱 𝒌𝒑 𝒌𝒊 𝒌𝒅, s 𝒕𝒄, s 𝒅, % 𝒕𝒓, s 𝒏 

1 PZ     0.25 22.25 1.20 1 

2 MP1     2.51 27.18 10.33 1 

3 MP2     0.28 22.61 1.28 1 

4 GMSA, PDA 3.333 37.037  33.33 0.49 25.50 1.94 1 

5 GMSI, PDI 3.5 36.75  33.25 0.44 25.41 1.95 1 

6 GMSA, PIDA 2.5 62.5 39.063 37.5 0.37 41.5 2.78 1 

7 GMSI, PIDI 3.3 39.204 3.5482 33.66 0.43 27.42 1.97 1 
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Concluzii 

Analizând rezultatele obţinute la acordarea regulatorului la modelul obiectului (1) după 

metodele PZ, PM2 GMS se constată:  

- Sistemul cu regulatorul acordat după metodele PZ și MP2 au aceleași performanțe.  

- Sistemul cu regulatorul PDI, PIDI acordat după metoda GMSI au aceleași 

performanțe.  

- Sistemul cu regulatorul PDI, PIDI are performanțe mai reduse: timpul de creștere 𝑡𝑐 

mai mare de 1.76-1.72 ori, suprareglarea 𝑑 mai mare de 1.14-1.23 ori, timpul de 

reglare 𝑡𝑟 mai mare de 1.62-1.64 ori în comparație cu performanțele sistemului cu 

regulatorul PZ.  

- Robustețea sistemului cu regulatorul PIDI (𝐽 = −0.294) este mai ridicată de 13 ori ca a 

sistemului cu regulatorul PZ (𝐽 = 0.0226), mai ridicată de 8 ori ca a sistemului cu 

regulatorul MP2 (𝐽 = 0.0354) și mai ridicată de 1.7 ori ca a sistemului cu regulatorul 

PDA (𝐽 = 0.1713).  

- La variația concomitent a parametrilor modelului obiectului cu 50 % de la valorile 

nominale cel mai stabil este sistemul cu regulatorul PDA și PIDI.  
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