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Abstract: Sunt introduse notiunile de subbucle consolidate si sunt demostrate unele proprietati ale lor, iar in final este
demonstratda pentru bucle teorema generalizata Lagrange; in particular, s-a obtinut ca: cardinalul oricarei bucle
ciclice ce se contine in nucleul de stanga (sau de dreapta) al buclei divide ordinul buclei, ordinul oricarui element

X € L ce se contine in nucleul de stanga (sau de dreapta) al buclei divide ordinul buclei si altele.
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1. Vom mentiona unele notiuni principale care pot fi gasite in [1-3].
Bucld se numeste o multime nevida L impreuna cu operatiile definite pe ea de inmultire, impartirea de
stAnga si de dreapta -,\,/, dacd existd in L un element e pentru care e-X = X-€ =X si dac

xX1y)-y=y, y-(y\x) =y, x-y)/y=y,y\(y-x)=y

pentru orice X, Ysi z din L. Elementul e se numeste unitate a buclei L.
O submultime H a buclei L se numeste subbucla a lui L, daca ea este inchisa in raport cu operatiile
buclei L, adica pentru oricare doud elemente X si Y din H elementele x-y, x\'y si x/y deasemenea sunt

din H. Altfel spus, H se numeste subbucla a lui L, daca impreuna cu operatiile buclei L este bucld. Simplu
se aratad ca elementul unitatea al buclei L se contine in orice subbucla a ei.
Subbucla H a buclei L se numeste normala in L, daca pentru orice X,y si z din L au loc relatiile:

XH =Hx, x-yH =xy-H, HX-y=H - Xxy.

Fie X o multime nevida si X% ={X, Y} X,y € X} a doua putere cartezian a lui X. O submultime

p amultimei X ° se numeste relafie de echivalenti pe X daca pentru orice X,Y,Z € X au loc:

(X,X) € p (reflexivitate):
(X, ¥) € p=(Y,X) € p (simetrie);
(X, ¥) e p&(Y,2) € p=(X,2) € p (tranzitivitate).

O relatia de echivalentd p pe o bucla L se numeste congruentd, daca pentru orice perechi de elemente
(%, ¥),(z,t) din p perechile de elemente (Xx-z,y-t),(x/z,y/t), (x\z,y\t) deasemenea apartin lui p .

O multime R cu doud operatii binare v si A definite pe ea se numeste latice, dacd pentru orice
elemente X,y si z dinR au loc:

XV X=X,XA X=X (idempotentivitate);
XVY=YVXXAY=YAX (comutativitate);
Xv(yvz)=(Xvy)vz, XxA(yArz)=(XAY)Az(asociativitate;
XA(XVY)=X, XV (XAY) (absorbtivitate).

Laticea R se numeste:
modulard, daca pentru orice X,Y si Z dinR

XAYVYAD) =((XAY)VZ)AY;
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completa, daca orice submultime A < R poseda in R supremum si infimum, notate respectiv cu v A si
AA;

2. Fie L o subucla si H o subbucla a ei.

Definitia 1 Subbucla H a buclei L vom numi-o

consolidata de stanga daca XH -H = xH pentru ¥x e L;

consolidata de dreapta daca H - HX = HX pentru Vx e L;
consolidata daca este consolidata de stanga si de dreapta.

Propozitia 1 Daca H este o subbucla consolidata de stanga (respectiv, de dreapta) a buclei L, atunci
relatia p,, (respectiv, p|, ) definita in L astfel

Xp, Y <> x\yeH 1)
(respectiv, xp,,y < y/xeH) (2

este relatie de echivalentd pe L.
Demonstrafie. Pentru orice X € L avem X\ X=e e H, ceea ce implica Xp,,X. Deci p,, este o relatie
reflexiva. Pe baza lui (1) si a faptului ca H este consolidata de stanga, avem

XppYy=>x\yeH=yexH = GFheH)(y=xh)=yH =xh-H=xH => xeyH =

= y\xeH = yp, X

Deci p,, este simetrica. Din nou, conform lui (1) si faptului ca H este consolidata de stanga, avem

Xou Y& Yypz=>x\yeH&y\zeH=yexH &zeyH =

=zeyH=xH-H=xH =>x\zeH = xp,z2

Deci p,, este tranzitiva. Prin urmare, p,, este o relatie de echivalentd pe L.

Analog se arati cd, dacd H este o subbucld consolidatd de dreapta a buclei L, atunci p;, este o relatie de
echivalenta pe L.

Corolar 1 Din (1.1) si (1.2) rezulta p, =L xL, pz =A_,unde A este realtia de egalitate in L.

Propozitia 2 Daca H,,i € | este o familie de subbucle absorbante de stanga (respectiv, de dreapta),
atunci

Pow, = ﬂl vy, (respectiv, p_’ﬂ b = ﬂl vy )-

iel iel

Demonstragie. Avem

(Xy) € pny < x\yeNH; =x\yeH,

iel iel

(Viel)=(XY)epy, (Viel):>(X,y)e_ﬂ|,0Hi,
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ceea ce demonstreazd prima egalitate din teoremd. Egalitatea a doua (dintre paranteze) se demonstreaza
analog.

Corolar 2 Daca H si H' sunt subucle consolidate de stdnga (respectiv, de dreapta) ale buclei L, atunci
HoH = p, cpy

Intr-adevar,
HcocH =HMNH =H = p, Nu, =py = py cvu U

Propozitia 3 Daca H este o subbucla consolidata a buclei L si p,,, respectiv py, sunt relatiile de

echivalenta definite de (1), respectiv de (2), atunci pentru orice X € L, clasele de echivalenta in raport cu
Py §i pyy care confin pe x sunt Xp,, = XH si xp;, =H-Xx.
Corolar 3 Pentru multimile L/ p,, si L/ p{, avem

L/p, ={xH |xe L}, L/ p;, ={Hx| x e L},

L= U xH = U Hx,

xelL xeL

xHNyH = = xH = yH,
HxNHy #J = xH = yH.

Corolar 4 Multimile L/ p,, si LI p;, contin o singura subbucla a lui L, si anume pe H.
Corolar 5. Orice clasa din LI p,, saudin L/ p;, are cardinalul (puterea) egal cu ordinul lui H.

Definitia 2 |. Relatia p,,, definita pe L, se numeste relatie de echivalenta la stanga indusa de subbucla

consolidata de stanga H a buclei L, XH se numeste clasa de echivalenta la stanga a lui X € L in raport cu
H, L/ p,, se numeste multimea cdt sau factor la stinga a lui L in raport cu H.

II. Relatia py,, definita pe L, se numeste relatie de echivalentd la dreapta indusa de subbucla consolidatd

de dreapta H a buclei L, HX se numeste clasa de echivalentd la dreapta a lui X € L in raport cu H, L/ p|,
se numegte multimea cdt sau factor la dreapta a lui L in raport cu H.

Pentru orice element x al buclei L vom nota cu X si X elementele definite de egalitatile
Xxt-x=eXx-"x=¢e

Definitia 3 Fie L 0 bucla si H o subbucla consolidatd de dreapta (respectiv, de stinga) a sa. Cardinalul
(puterea) multimii L/ p,, (respectiv, L/ p}, ) se numeste indicele de dreapta (respectiv, stanga) al lu H in L
si senoteazd cu | L H | (respectiv, |L:H [).

Propozitia 4 Daca L este o bucla si H este o subbucla care verifica conditiile:
X-yH =xy-H ®3)
i

Hx-y=H-xy “)
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pentru orice X,y € L, atunci H este consolidata si indicele ei de dreapta coincide cu indicele ei de stinga
inL, adica | L/ p, |=| L/ p], |.

Propozitia 5 Fie L o bucld, H o subbucla consolidata de stanga (respectiv, de dreapta) si K o subbucla
care verifica conditia (3) (respectiv, (4)) din Teorema 4. Daca K < H , atunci

IL:K|=|L:H|-|H:K| (1.3)

Corolar 6 (Teorema lui Lagrange generalizatd) Daca H este o subbucld consolidata de stinga sau de
dreaptaaluiL,atunci |L|=|L:H|-|H|.
In orice bucli L nucleul de stanga R (L), nucleul de dreapta R, (L) si nucleul de mijloc R, (L) ale lui L
sunt definite astfel:

R,(L)={aelL]|ax-y=a-xy pentuVvx,yeL}
Ry(L)={aeL|x-ya=xy-a pentuVx,ye L}

R,(L)y={aelL|x-ay=xa-y pentuVvx,ye L}
Intersectia acestor nuclee
R(L) =R, (L)NR, (L)NR, (L)
se numeste nucleul buclei L. Evident ca centrul buclei L este multimea

Z(L)={aelL|aeR, a-x=x-a pentruoricex e L}.

Corolar 7 Cardinalul oricarei bucle ciclice ce se contine in nucleul N, de stdnga al buclei L divide
ordinul lui L.

Corolar 8 Orinul oricarui element X € L, care se contine in nucleul de stinga sau de dreapta al
buclei L, divide ordinul lui L.

Aceasta afirmatie rezultd din faptul ca orice element din nucleul buclei L genereaza o subbucla
asociativa ciclica (deci, grup ciclic) continuta in nucleu. Deci, aceasta subbucla ciclica va fi consolidata de
stdnga sau de dreapta. Acum afirmatia rezultd din Corolar 7, deoarece ordinul grupului ciclic generat de x
coincide cu ordinul lui x.

Corolar 9 In orice bucli diasociativi L sunt adevarate afirmatiile:

Pentru orice X € L ordinul lui x divide ordinul lui L;

Daca L este o bucla finitd, atunci a' =e ;

Daca ordinul lui L este un numar prim, atunci L este grup ciclic.

Intr-adevir, daca bucla L este diasociativa, adica orice doud elemente genereazi un grup, atunci orice
subbucla generatd in L de un singur element este consolidatd. Atunci a) si b) sunt evidente. Fie |L|=p sip
este un numar prim, iar a — un element neunitate din L. Subbucla ciclicd H deneratd de elementul a in L este
consolidatd. Atunci, conform Corolarului 7, avem |L|L:H|-|H| deci p=L:H|-|H|. De aici
obtinem |H|=p si|L:H|=1,daratunci L=H .0
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