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Cu privire la pozitia reciproca a unei drepte si a unei
suprafete de ordinul doi si a determinarii distantei
minime dintre ele

BALTAG Iurie

Fie date ecuatiile parametrice ale unei drepte in spatiu si ecuatia unei suprafete
de ordinul doi:

x=lht+x;; y=ht+y; z=hkt+z (1)

2

ax2+by2+cz +aix+by+ciz+d=0 (2)

Se considerd asa valori ale coeficientilor ecuatiei (2)), pentru care aceastd ecuatie
determind in spatiu o suprafatd reald de ordinul doi (sferd, elipsoid, paraboloid,
hiperboloid, suprafatd conicd sau cilindrica).

Se examineaza urmatoarele probleme:

(1) Pozitia reciproca a unei drepte si a unei suprafete de ordinul doi in

spatiu.
(2) Determinarea distantei minime de la o dreapta pana la o sfera.
(3) Determinarea distantei minime de la o dreapta pana la un paraboloid.

(1) Pentru a determina pozitia reciprocd a dreptei si a suprafetei date Tnlocuim
expresiile pentru X, y si z din (1) Tn ecuatia (2) si obtinem o ecuatie de gradul doi
in raport cu necunoscuta t. In dependenti de numirul solutiilor reale ale acestei
ecuatii sunt posibile urmatoarele cazuri:

a) dreapta si suprafata au doud puncte comune; b) au un singur punct comun;
C) nu au nici un punct comun (nu se intersecteazd); d) dreapta apartine suprafetei,
in acest caz substituind expresiile pentru x, y si z din (1) in ecuatia (2)) obtinem o
identitate, adicd o egalitate adevaratd pentru orice t real.

Pentru a afla punctele de intersectie ale dreptei cu suprafata datd, in cazurile
a) sau b), inlocuim solutiile ecuatiei (valorile parametrului t ) in ecuatiile (1) si

determindm coordonatele acestor puncte.
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(2) Fie data ecuatia unei drepte determinata de ecuatiile (1) si a unei sfere de raza
R cu centrul intr-un punct dat C. Fie, cd dreapta nu are nici un punct comun cu
sfera data.

Pentru a afla distanta minima dintre dreaptd si sferd deducem mai intai ecuatia
planului 7 ce trece prin centrul sferei perpendicular pe dreapta datd. Vectorul
director al dreptei poate fi luat 1n calitrate de vector normal al acestui plan.

Apoi aflim punctul M de intersectie al planului 7 cu dreapta datd, Tnlocuind
expresiile pentru x, y, z din ecuatiile parametrice ale dreptei In ecuatia acestui plan.
Distanta cautata va fi h = |[MC| — R.

(3) 3) Fie dat un paraboloid de ecuatie z = ax®> + by? + ¢ si o dreapti dati de
ecuatiile (1). Fie, ca dreapta nu are nici un punct comun cu paraboloidul. Pentru a
afla distanta minima dintre ele ludm un punct arbitrar de pe paraboloid M (x; y; z) si
un punct arbitrar de pe dreapta N (x’; y’; z’) si alcatuim functia patratului distantei

dintre aceste puncte:
F=@-x)?+( -9+ -2)7°=
= (Lt +x1—x)>+ (bt +y1 — y)> + (Ist + 71 — ax? — by? = ¢)?

3)

F(t,x,y) este o functie de trei variabile, pentru care trebuie sa aflim valoarea

minimd. Aplicim conditia necesard de extrem si obtinem urmatorul sistem:

F'y=0 Lhx'=x)+hL(y -y)+5(Z'-2)=0
F’x =0 = l3 — 2al1x - 2b12y =0 (4)
F'y=0 bx(lrt+y;—y)—ax(lit+x;—x)=0

Din a doua si a treia ecuatie a sistemului (4) exprimdm necunoscutele y si ¢ prin
x si inlocuim in prima ecuatie, care devine o ecuatie de gradul trei cu o singura
necunoscuta x.

Prin urmare, Tn dependentd de coeficientii din ecuatiile dreptei si cei din ecuatia
paraboloidului, sistemul (4) determind cel putin unul si cel mult trei puncte de
extrem posibil.

Punctele obtinute pot fi studiate la extrem cu ajutorul criterului lui Silvestru
sau a altui criteriu.

Exemplu. Sa se determine distanta minima de la paraboloidul de ecuatie
z = x*>+y?+1 pani la dreapta dati de ecuatiile parametrice x =t; y = —t; z = 2t.

Rezolvare. Determindm pozitia reciprocd a paraboloidului si dreptei date.

Inlocuim in ecuatia paraboloidului expresiile variabilelor din ecuatiile parametrice
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ale dreptei si obtinem o ecuatie pdtrata ce nu are solutii reale. Prin urmare, dreapta
nu intersecteaza paraboloidul.
Functia determinati de ecuatia (3) va fi F(t;x;y) = (t—x)> + (t+y)> +

(2t — x2 — y> — 1)2. Alcituim pentru ea sistemul (4) si il rezolvim:

61 252 —2y2 -2 =0 r=0.y=x-1
—Xx+y-—2x"—-2y"—-2=
Y Y A2 —4x+5=0
2-2x+2y=0 =
x+y=0y=x-1
yt+xt=0
t=2/3

Primul sistem nu are solutii reale, iar din al doilea determindm punctul P (%, —%; %) .
Aplicand criteriul lui Silvestru, ne convingem, cd acest punct este un punct de
minim al functiei F. Putem determina si punctele de pe paraboloid si de pe
dreaptd, distanta dintre care este distanta minima cautata: M(1/2;-1/2;3/2),
N(2/3;-2/3;4/3), [MN| = %. Raspuns: d = %.
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